OS NUMEROS DE FIBONACCI

MARCIO SANTANA DOS SANTOS DE JESUS

(R.A.:147180)

UNIVERSIDADE ESTADAUAL DE CAMPINAS (UNICAMP)

CAMPINAS, 2013



INDICACAO

LN EI0] 510 07:Y0 T 3
CAPITULO L =AHISTORIA ..o oo et e 4
1.1. Historia de Leonardo FIDONACCH. ... 4

CAPITULO 2 - PROPRIEDADES MATEMATICA E CURIOSIDADES DA

SEQUENCIA DE FIBONACC ...ttt 5
2.1. Periodicidade da sequéncia de FIDONACCI...........cccvevveiieiieeie e 5
2.2. Divisores dos nUmeros de FIDONACCI........ccoviveieriereic e 6
2.3. Soma dos NUMEros da SEQUENCIA. .........cveiueerieiieieeseerie e steeste e seesre e sraesre e 7
2.4. Somas dos numeros de Fibonacci de ordem impar...........ccoceveereneiene e 8
2.5. Somas dos numeros de Fibonacci de ordem par..........cccccveveeeeveiciecve s, 8
2.6. Soma dos quadrados dos nimeros de FIbonacCi...........c.covevveiereieccie i, 9
p O 1o To g Tot ot N o | 7= To o] ot TSSOSO 10
CAPITULO 3 - ASEQUENCIA DE FIBONACCI E O NUMERO DE OURO..12
3.1. A historia do NUMEr0 08 OUIO......cueuiiieriiriieiieiie ettt 12
3.2. SEGAD AUICA ..ottt 12
3.3. A Sequéncia de Fibonacci e 0 NUMEro de OUIO........ccceceerieiieceece e 13
ENCERRAMENTO.....oi ittt sttt et e et e s e e st nn e e nneeeanees 14
o 1T I L@ L] Y e S 14



INTRODUCAO

O trabalho foi realizado com a ideia de mostrar a histéria da sequéncia de
Fibonacci, desde o surgimento do problema de reproducao de coelhos, até a sua ligagédo
com o namero de ouro.

A dispensa de atencdo pelo assunto instiga a vontade de ir mais além sobre o
mesmo que se mostra tdo interessante quanto qualquer outro trabalho matemaético de
grande porte, importancia e presenca hoje em dia.
Procuramos centrar a pesquisa em algumas propriedades e curiosidades da sequéncia,
principalmente nas que foram necessarias para desenvolver sua relagdo com o nimero
de ouro.

Nas aplicacBes praticas, foram encontradas as mais diversas apresentacdes da
sequéncia, mas foi mostrado a aplicacdo em areas totalmente distintas como economia,
fisica Optica e um simples desafio matematico, onde foi possivel, além da apresentacédo
visual, desenvolver algum raciocinio matematico na sua justificativa.



| Parte — A Histéria

1.1. Histdéria de Leonardo Fibonacci

“O pensamento positivo pode vir naturalmente para alguns, mas também pode ser
aprendido e cultivado, mude seus pensamentos e vocé mudara seu mundo.”
Norman Vincent Peale

O seu nome completo é Leonardo de Pisa ou Leonardo Pisano e nasceu em Pisa
na Toscania (Italia) por volta de 1175, e ficou conhecido como Leonardo Fibonacci,
devido ao fato de Fibonacci ser um diminutivo de fillius Bonacci, que queria dizer filho
de Bonacci, e 0 nome de seu pai era, Guilielmo Bonnacci. Ocasionalmente, ele também
assinava como Leonardo Bigollo (na Toscania, Bigollo significava viajante). No inicio
do século XII, Pisa era um dos grandes centros comerciais italianos, tais como Génova e
\eneza, e tinha varios entrepostos comerciais espalhados pelos portos do Mediterraneo.

O pai de Leonardo ocupou o lugar de chefe de um desses entrepostos, no norte
da costa de Africa (Bugia, atualmente Bejaia na Argélia), foi 14 que Leonardo iniciou os
seus estudos de matematica com professores islamicos.Viajou pelo Mediterraneo (Egito,
Siria, Grécia, Sicilia, Provenca), onde o sistema de numeracéo hindu era ja largamente
usado, encontrando-se com estudiosos islamicos em cada um dos locais que visitava e
adquirindo, assim, o conhecimento matematico do mundo arabe. Entrou em contato
com os procedimentos matematicos orientais, com os métodos algébricos arabes e 0s
numerais indo-arabicos, conheceu a obra de al-Khwarismie assimilou numerosas
informagdes aritméticas e algébricas.Em 1200 Leonardo regressa a Pisa e passa 0s 25
anos seguintes escrevendo trabalhos onde incorpora os conhecimentos que tinha
adquirido com os arabes. O seu livro mais conhecido, um tratado de aritmética e algebra
elementar, Liber Abaci (Livro de calculo) foi escrito em 1202. Em 1220 escreveu
Pratica Geometriae e em 1225, Liber Quadratorume Flos.



Il PARTE — PROPRIEDADES
I\/IATEI\/IA'I:ICA E CURIOSIDADES DA
SEQUENCIA DE FIBONACCI

2.1. Periodicidade da sequéncia de Fibonacci

“Tudo o que um sonho precisa para ser realizado é alguém que acredite que ele possa
ser realizado.”
Roberto Shinyashiki

Os nameros de Fibonacci se tornam grandes rapidamente, porque sempre se
somam dois numeros sucessivos para formar o seguinte. Enquanto o 5° nimero de
Fibonacci é 5, 0 125° é 59.425.114.757.512.643.212.875.125, e € interessante notar que
o digito da unidade aparece com uma periodicidade de 60 (isto ¢, a cada 60 numeros o
digito se repete). Por exemplo, o segundo nimero € 1, e 0 sexagésimo segundo é
4.052.739.537.881 (também terminado em 1), e o 122° ndmero,
14.028.366.653.498.915.298.923. 761, também termina em 1; o mesmo vale para o
182° e assim por diante. De mesmo modo, o 14° numero é 377, e 0 74° é
1.304.969.544.928.657, também termina com 7, e assim por diante. Esta propriedade foi
descoberta em 1774 pelo matematico francés nascido da Italia Joseph Louis Lagrange
(1736-1813), que é responsavel por muitos trabalhos em Teoria dos Numeros e em
Mecanica, e que também estudou a estabilidade do sistema solar.

Os ultimos dois digitos (por exemplo, 01, 01, 02, 03, 05, 08, 13, 21,...) se
repetem na sequéncia com uma periodicidade de 300, e os trés ultimos digitos com uma
periodicidade 1.500. Em 1963, Stephen P. Geller usou um computador IBM 1620 para
mostrar que os Ultimos 4 digitos se repetem a cada 15.000 vezes, e os Ultimos 5, a cada
150.000 vezes, e finalmente, apds o computador rodar por quase 3 horas, uma repeticao
dos altimos 6digitos ocorreram no 1.500.000 nimeros do Fibonacci.

Sabendo que um teorema geral referente a periodicidade dos ultimos digitos
poderia ser provado, Geller comentou: “Nao parece existir ainda um modo de adivinhar
0 periodo seguinte, mas talvez um novo programa para a maquina que permita a
inicializacdo em qualquer ponto da sequéncia para um teste reduzira o tempo de
computacao suficiente para que mais dados possaml10ser coletados”. Mas pouco tempo
depois, 0 matematico israelense Dov Jarden mostrou que se pode provar rigorosamente
que para qualquer numero com ultimos digitos acima de trés, a periodicidade é
simplesmente: 15x10(n 1), onde n é o nimero digitos que s&o repetidos. A demonstracéo
da prova feita por Dov Jarden € muito extensa e ndo sera apresentada nesse trabalho.



2.1. Divisores dos numeros de Fibonacci

Uma propriedade interessante dos numeros de Fibonacci é se adotarmos 2
indices n e m e esses 2 indices forem divisiveis entre si, o niimero de Fibonacci desses
indices também serdo divisiveis entre si.

Pondo isto em palavras nos temos:

Para i multiplo de 3 o nimero de Fibonacci é um maultiplo de 2, isto é um multiplo de
F(3);

Para i multiplo de 4 o nimero de Fibonacci é um multiplo de 3, isto € um multiplo de
F(4);

Para i maltiplo de 5 o nimero de Fibonacci € um maltiplo de 5 isto € um mdltiplo de
F(5);

Para i multiplo de 6 o nimero de Fibonacci € um maltiplo de 8 isto € um multiplo de
F(6);

E sugere a regra:

Cada numero de Fibonacci do k € um multiplo de F (k)

Ou, expressado matematicamente,

F(nk) é um multiplo de F (k) para todos os valores para qualquer n, k >1



2.2. Soma dos numeros da sequéncia

A soma de todos os numeros de Fibonacci do primeiro ao enésimo é
simplesmente igual ao (n+2)-ésimo numero menos 1. Por exemplo, a soma dos 10
primeiros nimeros, 1 + 1 +2+3 +5+ 8 + 13 + 21 + 34 + 55 = 143, é igual ao décimo
segundo namero (144) menos 1. A soma dos primeiros 78 nimeros de Fibonacci é igual
a0 80° menos 1, e assim por diante.

F1:F3—F2

F2:F4—F3

F3:F5—F4
Fni1=Fnei—Fn

Fn=Fni2—Fna
Se somarmos todos 0s membros teremos:
Fs-Fo+Fs—F3+Fs—Fs+ ...+ Fop—Fp+ Freo — Fra
Cancelando todos os membros que se anulam teremos:
Fn+2 - FZ
Sabendo que F, =1 temos:

Fi+F+F+F,+ ... +Fha+Fa=Fn-1.



2.5. Soma dos numeros de Fibonacci de ordem
impar

Agora seguindo a mesma ideia do item anterior, vamos somar somente 0s
nameros de Fibonacci de ordem impar:

Sabemos que:
Fo=Fi=>F=F

Fa=F3+F,=>F3=F,—F;
Fe=Fs+Fs=>Fs=F¢—F4
Fon = Fona + Fon2 => F2n0 = Fon — Fone
A soma dos nimeros de Fibonacci de ordem impar é:
Fi+F3+Fs+F7+...+Faa
Substituindo os nimeros impares pelas igualdades acima teremos:
Fo+Fs—Fo+Fs—Fs+...+ Fon—Fono

Cancelando todos os membros que se anulam teremos:

Fi+Fs+Fs+Fr+ ..+ Fong=Fpp



2.6. Soma dos numeros de Fibonacci de ordem
par

Como a soma de todos os numeros de Fibonacci até a ordem 2n é:

Fir+tFo+Fs+Fa+ +Fona+Fon=Fonez 1
E a soma dos nimeros de Fibonacci de ordem impar até 2n-1 é:
Fit+Fs+Fs+F7+ ...+ Fana =Fon

Entdo, subtraindo membro a membro as duas igualdades restardo somente a
soma dos numeros de Fibonacci de ordem par no primeiro membro e no segundo
membro:

Fo+Fs+Fs+Fg+... + Fon=Foneo—Fana
Sabemos que:
Fons2 = Fonsr + Fon => Fonsr = Fonez — Fon
Temos entdo:

Fo+ Fy+ Fo+ Fg+.... + Fon = Fonug -1



2.7. Soma dos quadrados dos numeros de
Fibonacci

Para definirmos a soma dos quadrados dos numeros de Fibonacci,
primeiramente precisamos desenvolver um conceito, observando que para todo k natural,
temos:

Fk . Fk+1 - Fk . Fk-l = Fk (Fk+1 - Fk-l) = Fk.Fk = sz
Assim temos:
Fl2= F1 F2
Fzz = F2 F3 - F2 F]_
F:=F3F4-F3F,
F42: F4 F5 - F4 F3
F5z = F5 FG - F5 F4

Fre = Fn Frni1 - Fn Fra

Partindo da soma dos quadrados:
Fio+ Fpe+ Fy+ Fge+ Fo + ... + Fpe
E substituindo pelos valores obtidos acima, teremos:
FiFo+FyFa-FyFy+ FaFy-FaFo+ FyFs-F4Fa+ ...+ Fy Foug - Fo Foa
Cancelando todos os membros que se anulam teremos:

Fiot Foo+ Fao+ Fpo+ Fse ... + Fre = Fy Fraa
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2.8. Fibonacci pitagorico

Os numeros de Fibonacci também estdo relacionados as triplas pitagoricas. Esta
ultima como pode recordar, sdo triplas de ndmeros que podem servir como
comprimentos dos lados de um triangulo retangulo (como os nimeros 3, 4 e 5). Tome
quaisquer gquatro nimeros consecutivos de Fibonacci, como 1, 2, 3, 5. O produto dos
nameros de fora, 1x5=5, duas vezes o produto dos nimeros de dentro, 2 x 2 x 3 =12, e
a soma dos quadrados dos termos de dentro, 22 + 32 = 13, formam as 3 pernas da tripla
pitagdrica 5, 12, 13 (52 + 122 = 132). Mas isso ndo é tudo. Note que o terceiro nimero,
13 é ele proprio, um numero de Fibonacci. Esta propriedade foi descoberta pelo
matematico Charles Raine.

2.9. A formula de Binet

Em meados do século XIX, o matematico francés Jacques Phillipe Marie Binet
(1786-1856) redescobriu uma foérmula que, aparentemente, era conhecida no século
XVIII pelo matemético Leonard Euler (1707 -1783) e pelo matematico francés
Abraham de Moivre (1667-1754). A férmula permite que se encontre o valor de
qualquer numero de Fibonacci, Fn, se seu lugar na sequéncia, n, for conhecido.

Esta propriedade nos garante que para obter todas as solu¢bes da equacdo

recursiva de Fibonacci:
Frea=Fna+ Fp

Vélida para todo inteiro n>1, basta obter quaisquer duas solugdes néo
proporcionais, assim pela propriedade linear da multiplicagdo por escalar, podemos
escolher uma sequéncia de Fibonacci cujo primeiro termo seja igual a 1.
Vamos considerar entdo a sequéncia W, que seja uma progressdo geometrica com Wy=1
e a razdo ndo nula g, isto é:

W = Onat
Para que esta sequéncia seja de Fibonacci, devemos ter que:

Wit + Wy =Why
Ou seja:
On2 ¥ On-1=0n

Que se reduz a:

11



1+q=0?
Resolvendo esta equacao do segundo grau obtemos as duas raizes:
Qp=1+V5)+2eq=(1-V5)+2
Observando que:
gu+tg2=1leqgp=-1

Para cada raiz, obtemos uma sequéncia de Fibonacci, logo podemos construir
{Vn} e {W,} através de:

VrI - qln-l e Wn - qzn-l
E {U,} pode ser escrita como combinacéo linear de {V.} e {W,}, isto é:
Un= aVns bW, = a[(1+V5) + 27 "+ b[(1-V5) + 2] ™

E esta é a forma mais geral possivel para uma sequéncia de Fibonacci, logo se
tomarmos em particular:

atb=1eaq; +bgy=1
Teremos que:
a=(1+V5) = 2V5 e b= (1-V5) = 25
e substituindo na expressao de U,, obtemos a Férmula de Binet:
Un = a[(1+V5) + 2] "1 + b[(1-V5) + 2] "' =

=Up = (1+V5) = 2V5 [(14V5) + 2] "7 (1-V5) = 245 [(1-V5) = 2] ™=
=U, = 1+V5.(1+\5) + 2.[2+1+5].[1+V5+2]" - 1+V5.(1-5) + 2.[2+1-V5].[1-V5+2]" =

=U, = 1+V5.[1+V5+2]" - 1+V5.[1-V5+2]"

CQD
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111 PARTE — A SEQUENCIA DE FIBONACCI
E O NUMERO DE OURO

“Em minha rua ha pessoas que caminham. Eu as ouco sussurrar pela noite quando
adormeco embalada por uma cantiga sou de repente desperta por gritos, por
apitos, passos que erram que vao e que vem depois o siléncio me faz frio em todo o
coracio.”

Edith Piaf — Dans ma rue (Em minha rua)

3.1. A historia do numero de ouro

Cercado de muitas lendas e controvérsias, 0 nimero de ouro € o nimero
irracional mais misterioso e enigmatico. Simbolo da proporcionalidade, ele aparece na
natureza, nas grandes construcdes realizadas pelos homens, na musica e na arte. O
numero de ouro ¢ representado pela letra @, em homenagem a Fidias (Phideas), famoso
escultor grego, por ter usado a proporcao de ouro em muitos dos seus trabalhos. A
divisdo de um segmento feita segundo essa propor¢do denomina-se divisdo &urea, a que
Euclides chamou divisdo em média e extrema razdo, também conhecida por sec¢édo
divina pelo matematico Luca Pacioli ou seccéo aurea segundo Leonardo da Vinci.

A contribuicdo de Fibonacci para o nimero de ouro esta relacionada com a
solucéo do seu problema dos coelhos publicado no seu livro Liber Abaci, a sequéncia de
nimero de Fibonacci. E que as sucessivas razdes entre um nlimero e o que o antecede
vao-se aproximando do nimero de ouro. Outro matematico que contribuiu para o estudo
e divulgacdo do nimero de ouro foi Pacioli. Publicou em 1509 uma edicdo que teve
pouco sucesso, com o titulo De Divina Proportione. Este trabalho dizia respeito a
poligonos regulares e sélidos e a razdo de ouro. Uma contribui¢do que ndo pode ser
deixada de referir foi a contribui¢do de Leonardo Da Vinci (1452-1519). A exceléncia
dos seus desenhos revela 0s seus conhecimentos matematicos bem como a utilizacao da
razdo aurea como garante de uma perfeicao, beleza e harmonia unicas.

E lembrado como matematico apesar da sua mente irrequieta ndo se concentrar
na aritmetica, algebra ou geometria o tempo suficiente para fazer uma contribuicéo 24
significativa. Representa bem o homem tipo da renascenca que fazia de tudo um pouco
sem se fixar em nada. Leonardo era um génio de pensamento original que usou
exaustivamente os seus conhecimentos de matematica, nomeadamente o nimero de
ouro, nas suas obras de arte. Um exemplo € a tradicional representacdo do homem em
forma de estrela de cinco pontas de Leonardo, que foi baseada nos pentagonos,
estrelado e regular, inscritos na circunferéncia.

13



3.2. Secdo Aurea

Também chamada de proporc¢do &urea, foi estudada pelos gregos antes do tempo
de Euclides de Alexandria que descreveu esta secdo em sua proposicdo "dividir um
segmento de reta em média e extrema razdo". Diz-se que o ponto C divide o segmento
AB em média e extrema razdo, se a razdo entre 0 menor e 0 maior dos segmentos €
igual a razdo entre o maior e 0 segmento todo, isto é, AB/BC = BC/AC. Usando a
notacdo moderna, podemos escrever esta relacdo assim:

a+Xx = X+(a-x)

Para resolvermos a equacdo da Secdo Aurea basta determinar a equacio dada
por sua proporcionalidade e gozar da formula de Bhaskara para a resolugéo descartando,
claro, a raiz negativa e obtendo o fi ou as vezes denominado o tau.

3.3. Asequéncia de Fibonacci e 0 numero de
ouro

Para mostrar a relacdo da sequéncia de Fibonacci e o nimero de ouro, vamos
partir que a sequéncia € dada por:

1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89,...

Vamos tomar a definicdo desta sequéncia para todo n natural, como:

F(1)=1,F2)=1
Fre1= Fnat Fy
Esta sequéncia ndo é limitada superiormente, mas existe um fato interessante:
Tomando as razdes (divisdes) de cada termo pelo seu antecessor, obtemos outra sequéncia
numérica cujo termo geral é dado por:

U(n) = F(n+1) + F(n)
gue € uma seqliéncia limitada. (Se considerarmos a seqiiéncia de Fibonacci como um
conjunto da forma {1,1,2,3,5,8,13,...) e a divisdo de cada nimero pelo seu antecessor,

obteremos outra seqiiéncia}:

1+1=1;, 2+1=2; 3+2=15; 5+3=1,66...;8+5=1,6; 13+8=1,625; 21+13=1,615;
34+21=1,619;...

As razdes vao se aproximando do Ndmero de Ouro (NGmero Aureo). Quando n
tende a infinito, o limite é exatamente Phi, o nimero de ouro.
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4. Encerramento
Consideracoes finais

As impressdes sobre as pequenas coisas mudam a partir de uma nova Viséo,
abrangente e descomunal. A sequéncia de Fibonacci serviu e serve para expandir o olhar
sobre as coisas, uma visdo fora das dimensdes ja vividas corriqueiramente. E um
trabalho duro e exige certa interpretacdo muito mais minuciosa do que para se enxergar
0 que esta a palma.

A compreensdo é disforme, instigante, que expira prazer no momento em que se
I& e, sobretudo, faz compreender o que estd por passar diante de tamanha quantia de
conhecimento. Fibonacci é a prova indubitavel de que a persisténcia num trabalho em
que se queira chegar a algum propoésito exige um comportamento regrado e postura
disciplinar, entende-se que a proposta dessa monografia fora justamente o
questionamento sobre a postura que é tomada para chegar aos grandes éxitos. Nao
obstante, a sequéncia de Fibonacci é um trabalho cuja persisténcia e a disciplina sdo
causas desse fim espléndido.

Portanto, o ensaio sobre a introducdo a teoria dos nimeros e em sua propria
complexidade nos esclarece o que estéa por tras das formas, dos simbolos e, sobretudo,
da vida.

Ao Fernando Torres, uma monografia transcrita atraves da pesquisa, leitura e
interpretacdo. A este mesmo que propds uma dinamica entre 0 novo e o velho, de forma
a esclarecer as ideias ja passadas desde ha muito no colégio. Obrigado.
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